CHAPITRE 5
LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5.1 Rappel:
Soitng € Netetl = {n € N/n>ng} et (U,)ner une suite numérique.

1) Suite majorée - suite minorée - suite bornée
e On dit que : (Uy),er est une suite majorée s’il existe M € Rtelleque : (Vnel): U, <M
e On dit que : (Uy),er est une suite minorée s’il existe m € R telleque : (Vnel): U, > m
e On dit que : (Uy)nes est une suite bornée s’il existe m,M € Rtelleque: (Vnel):m<U, <M

2) Monotonie d’une suite :
e On dit que (U, )nes est une suite croissante si et seulement si : (Vn €1) : U, > U,,.
o si (Uy)ner est une suite croissante alors : (Vn € 1) : U, > Uy,
e On dit que (U, )¢ est décroissante si et seulement si: (Vn € 1) : Uy4 < U,.
o Si (Up)ner est une suite décroissante : (Vn € 1) : U, < Uy,

3) Suite arithmétique - suite géométrique :
a) Suite arithmétique
e On dit que (U, )ner est une suite arithmétique s’il existe r e R: (Vn € 1) : Uy =Up+r
e Le nombre r ne dépend pas de n est s’appelle la raison de la suite (Uy,)ner
® Si (Uy)ner est suite arithmétique alors : (V(n,p) € N?): U, =U,+(n—p)-r
n—p+1

e Calcule de la somme : Uy, +Upyq + -+ U, = >

b) Suite géométrique :
e On dit que (U, )nes est une Suite géométrique s’il existe g € R : tel que (Vr € 1) : U,y = q- Uy,
e Le nombre ¢ ne dépend pas de n est s’appelle la raison de la suite (U, )ner
® Si (Uy)nes est une Suite géométrique alors : (V(n, p) € N?) : U, = U, - ¢!"~P)
1— qn—p+l
I—gq

(U, +U,) avec : n > p.

e Calcule de la somme : U, +Upyq +---+ U, =Up,- avec:n>petqg+# 1.

Exercice 1 :
Soit (U,)n>1 la suite définie par : 1

1) Calculer U, et Us.
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2) Montrer que (Uy),>1 est majorée par 3.

3) Etudier la monotonie de (U, ),>1, en déduire qu’elle est minorée par 2.

4) Soit (V;)n>1 la suite définie par : V,, = U, —3
a) Montrer que (V,),>1 est une suite géométrique et déterminer V,, en fonction de n.
b) Calculer lasomme:S=V|+Vo+---+V,
¢) Endéduire : ' =U; + Uy +---+U,.

Exercice 2 :
. . . Up=0
Soit (U,) la suite définie par :
(Un) p {Un+1:‘/3Un+4
1) Montrer que (U,) est minorée par O et majorée par 4.

2) Montrer que (U,) est croissante.

1
3) a) Montrerque: (VneN):4—-U,y; < 5 (4—-U,)

1 n
b) En déduire que : (Vn € N):4—-U, <4 X <§>

5.2 Suite convergente - Suite divergente :

5.2.1 Limite finie d’une suite :

Définition 5.1

Soient p € Net/ € R.

On dit qu’une suite (Uy),>), a pour limite / quand n tend vers +oo ou la suite (Uy,),>, converge
vers [ si pour tout réel positif 7 I'intervalle |/ — ;[ + r[ contient tous les termes de la suite (Uy),>p

a partir d’un certain rang et on note : liIE U,=1
n——+oo

C’est a dire que pour tout réel strictement positif » on a : U, €]l — r;l + r[ & partir d’un certain
rang.

Remarque :

Une suite est convergente si elle a une limite finie.
Théoreme 5.1
Soient p € N et (Uy),> ) une suite numérique.
o Sila suite (Uy),> ) est converge vers | alors | est unique.
e lim |U,—I|=0< lim U,—1=0¢< lim U,=1
n——+-o0

n—>+o0 ni— -0

Théoreme 5.2

1
LAY F _— —0- ; —
(vP =N ) ' nlglzli-loo nP 0, ngr-‘:l:loo n 0
, . o (="

Exercice 1 : Montrer que la suite (U,),> définie par U, = est converge vers 0.

- n
2

Exercice 2 : Montrer que la suite (Uy,),> définie par U, = 2l est converge vers 3.

= n
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5.2.2 Limite infinie d’une suite :

Définition 5.2
Soit p € N.

On dit qu’une suite (Uy),>, a pour limite +oo quand 7 tend vers +oco et on note lim U, = +oo

n—y—-o0

si pour tout réel positif A, I’intervalle [A; +oo contient tous les termes de la suite (Uy),>, a partir

d’un certain rang c’est a dire : (VA > 0) : U, > A a partir d’un certain rang.

On définie de manicre analogue la limite

Remarque :

n

lim U, = —oo
—>foo

e Une suite (U,),> est divergente si elle a une limite infinie ou si elle n’a pas de limite.

°
n—r—4-oo0

Théoreéme 5.3

Les suites (y/n)n>0 et (n”),~( avec p € N* sont divergentes et

n——4-oo

lim n” = +oet lim /n=+oo

5.3 Opérations sur les limites
e Limite de somme de deux suites :
lim u, 1 ! I || 400 || —oo | —c0 || 400
X =p=poa
lim v, l' oo || —co || oo || —o0 || oo | —o0
X —p+oo
lim (un +v") I+1" || 400 || =00 || 400 || —o0 F.I
X —3+oo
e Limite de produit de deux suites :
?f';'fm"" I {150 |1>0 [|[I1<0 |I1<0 || +o0 | —oo | 400 || —c0 [ oo
{{;'fmv" I’ +o0 —00 +o0 —00 || o0 || —oo | —oo 0
lim (u"v = ) I’ +co —o0 —o0 +co +co +co —00 F.I
X =poo
e Limite de I’inverse d’une suite :
lim v, le R' | 400 | — 0" 0
X —poo
" I I 0+ 0_ 400 —_—00
lim — =a
_r—)-a-mv"
e Limite de quotient de deux suites :
lim u 1 l +co <+co +oc0 —o0 +co —00 +co —00 0 || £
e >0 [ <0 1>0 <0
imv, (1" #0 [Eoo [1>0 |1<0 [I>0 |I<0 0+ 0+ 0" 0~ 0 [ Foo
oo
s
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Exercice :

Déterminer la limite de la suite (U, ),>1 dans les cas suivantes :

) U,=n—2yn
20 +3n+1
2 == - -
) Uy 21
1
3) Un:i

\/ﬁ
4 Uy=+vn+1—+/n

5.4 Limite de suites par comparaison (Criteres de convergence) :

5.4.1 Convergence et comparaison :
Théoreme 5.4
Soient (Up)n>p et (Vy)n>p deux suites numériques :

e Si V,>U,pourn>palors: lim V,> lim U,.
n——+oo n—>—-oco

Vn>p: |V, -1 <U,
e Si { 2p:Va=l|<Un alors lim V, =1

n—r—+oo

. Vn>p:V, <U, <W, .
e Si alors lim U, =

lim V,= lim W, =1 n—s—oo
n——+oo n—r—+too

Conséquences 5.1

Soient p € N et (Uy),>) une suite convergente vers [ € R.
e Sila suite (Uy),>p est majorée par M alors [ < M.
e Si la suite (U,),>, est minorée par m alors [ > m.
e Sivh>p U,>0oulU,>0alors!/ >0

5.4.2 Divergence et comparaison :

Théoreme 5.5
Soient (U,) et (V,) deux suites numériques :

Yn>p:V,>U,
e Si { =P Tn="n alors lim V,, = 4o

lim U, =+ n—s-oo
n——+oo

Vn>p:V,<U,
e Si . alors lim V, = —o0
lim U, = — n—stoo
n——+oo
. . PP sin(n)
Exercice 1:  Soit (U,),>; la suite définie par : U, =3+ ——=
= n
Montrer que lim U, =3
n——4-oo
. . o Up=0
Exercice 2:  Soit (U,),> la suite définie par :

1) Montrer par récurrence que (Vn € N) : U, > n.
2) En déduire la limite de la suite (Uy,).
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5.4.3 Convergence et la monotonie :

Théoreme 5.6
Toute suite suite croissante et majorée converge .
Toute suite suite décroissante et minorée converge .

5.4.4 Divergence et la monotonie :

Théoreme 5.7
Toute suite suite croissante non majorée tend vers oo .
Toute suite suite décroissante non minorée tend vers —oo .

Exercice :
Uy=0
Soient (U, ),>0 la suite définie par : 1
n+l —
2 - Un

1) Montrer que (Vn € N) : U, < 1.
2) Montrer que la suite (U, ),>0 est croissante.

3) En déduire que (U,),>0 est converge.

5.5 Les suites particulier :

5.5.1 Suite de la forme : U, = f(n) et U, =n"

Théoreme 5.8

Soient p € N et f une fonction définie sur I’intervalle [p; 40|

Si (Up)n>p est suite définie par U, = f(n) et LHE f(x) = A alors Lll}rl U, =\
X o n 1%}

(AEROUA=+c00uA=—o0)

Exemple :
2x+1 2n+1
lim =12 —2 alors lim 20— —2
X—>+foo X — n—4o n—1
N—— SN——
f(x) Un
Proprieté 5.1
Soitr € Q* :
e Sir>0, alors lim n" = +oo,
n—r+oo

e Sir<0, alors lim n" =0.
n——oo

Exemples :
2
e La suite (U,) définie par U, = ni est divergente car 3> 0.

1
e La suite (U,) définie par U, = n=7 est divergente car —5 < 0.
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5.5.2 La suite de la forme : U,, = "

Proprieté 5.2
Soita e R :

e Si:a>1 alors lim a" = +oo.

n—y+oo

e Si:a=1 alors lim &"=1.
n—y+oo

e Si: —1<a<1 alors lim 4"=0.
n— oo

e Si:a< —1 alors lasuite (a"), est diverge, ( lirJrrl a" n’existe pas).
n—>—+oo

Exercice :

Calculer les limites suivantei .
1)ngr£m(\/§) : 2)ngTw(—§) ; 3) lim (=2)" ; 4) lim (1,01)".

n—+oo n—r—-oo

5.5.3 La suite de la forme : V,, = f(U,) :

Théoreme 5.9

Soit p € N, et soient f une fonction définie sur un intervalle /.

Si (Up)n> p est une suite convergente de limite / et Vin > p : U, € I et si f continue vers en [ alors
la suite (V;,)n>p définie par : V,, = f(U,) est converge vers f([).

| lim Up=1 .
Cestadiresi: n—=+e alors lim f(U,) = f(I).
f continue en'l n—beo

T+ 2
Exemple : Soit (V) la suite définie par : V,, = cos ( 4213 >,

Tn+2

la suite défini Uy=——=
on a la suite définie par U, i3

L . . L%
converge vers Z et la fonction cos continue en Z

. T 2
alors la suite (V},) est converge vers cos (Z) V2

5

5.5.4 Lasuite delaforme: U, | = f(U,) :
Activité :
Uy=3
Soit (U,) la suite définie par : 1

Un+l - ZUn +3

1) Montrerque : (Vn e N): 3 < U, <4.
2) Soit (V,) la suite définie par : V,, = U, — 4.
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique.
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire U,, en fonction de n.

¢) En déduire lim,,_, U,

1
3) Soit f la fonction définie par : f(x) = Zx—i— 3

a) Vérifier que f est continue sur [3;4].
b) Montrer que : f([3;4]) C [3;4].
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¢) Résoudre I’équation f(x) = x sur [3;4], (Que remarquez vous ?)

Théoreme 5.10

Soit p € N, et f une fonction continue sur un intervalle I avec f(I) C I et (Uy)n> la suite définie
U, el

par :
U1 =f(Un) 3 Vn>p

Si (Uy)n>p est converge vers [ € I, alors [ est la solution de 1’équation f(x) = x.

Exercice : Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = %\/xz——l—3
Up=0

Unt1= f(Un)

1) Vérifier que f est continue sur [0; 1] et montrer que f([0;1]) C [0;1].

et soit (U,) la suite définie par : {

2) Résoudre I’équation f(x) = x sur [0;1].
3) Montrer que (Vn e N): U, € [0;1].
4) Montrer que (U,) est croissante en déduire qu’elle est convergente.

5) Calculer lim U,.
n——4-oo

5.5.5 La série des exercices :

exercice 1 :

Calculer les limites suivantes :

) . V221 , ; .. w42

i A I LN T

5 lim V3n2+2—n ; 6) lim (—=)" ; 7) lim 3" ; 8) lim Vn3 ; 9) lim Va7
n— oo n—+too 5 n—s-+oo n—s-+oo n—r—+oo

exercice 2 :

Soit (Uy,)n>0 la suite définie par :
Up=5

1
Un+l = gUn +5

1) Calculer Uj et Us.
2) Montrer que U, < 6 (Vn € N*) (par récurrence)
3) Montrer que (Uy )0 est croissante en déduire qu’elle est bornée.
4) Soit (V,,)n>0 la suite définie par : V,, = U, — 6
a) Montrer que (V},) est une suite géométrique.
b) Calculer V, en fonction de n, en déduire U,, en fonction de 7.
¢) Calculer les sommes en fonction de » :
S, =W+Vi+---+V,etT,=Up+ U +---+ U,
5) Montrer que (U,) est convergente et déterminer sa limite.
exercice 3 :
Soit (Uy,)n>0 la suite définie par :

Up=3

9
Uny1=5—

U,+1

1) Montrer que (U,) est minorée par 2.
2) Montrer que (U,) est décroissante en déduire qu’elle est convergente.
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