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I- Limite finie d’une fonction numérique en un point




1/ Fonction définie au voisinage d'un nombre réel

Soit f une fonction numérique et Dr son ensemble de définition et a un nombre réel.

@ On dit que f est définie au voisinage de a sauf peut-étre en a s'il existe un réel r strictement
positif tel que :
la—r;a+ r[—{a} C D

@ On dit que f est définie au voisinage de a a droite s'il existe r > 0 tel que :
la; a+ r[C Df
o On dit que f est définie au voisinage de a a gauche s'il existe r > 0 tel que :

la— r; a[C Dr
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2/ Limite nulle en zéro d'une fonction numérique

. 7 . . 7 7z 3
Considérons les fonctions suivantes représentées par leurs courbes : f(x) = x?, f(x) =x°, f(x) =

X
x|

fx)=x fix—m

On remarque graphiquement que pour tout élément € de R**, il existe un élément o de R** tel que la courbe de
chacune de ces fonctions se trouve dans la partie hachurée.
Autrement dit : pour tout € € R*T, il existe @ € R*" tel que pour tout x €] — , a[\{0}, on a : |f(x)| < €

=
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Soit f une fonction numérique définie au voisinage de zéro sauf peut-étre en 0. Dire que f a pour limite
0 quand x tend vers 0 signifie : aussi petit que soit le réel strictement positif ¢, il existe un réel o > 0 tel
que pour tout x €] — «; af, f(x) est dans l'intervalle | — ¢; €.

Autrement dit :
(Ve > 0)(3a > 0); (Vx € Df)(0 < |x] < a = |f(x)| <€)

On écrit : lim f(x) = 0 ou Ii(r)n f(x)=0.

x=0
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Application

1. Montrer en utilisant la définition que :

3x2 _
x2+1 T 0

Soit f et u deux fonctions définies sur un ensemble de la forme | =] — r; r[ ot r € RY.

e lim
x—0

Vx € |f(x)| < |u(x
e DN
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Remarques

Pour tout k e Ret ne€ N* :
limkx" =0 et limky/|x|=0
x—0 x—0

La limite d'une fonction en 0 est une notion locale : elle ne dépend de la fonction qu'au voisinage de 0.
On peut avoir Iim0 f(x) = 0 sans que la fonction soit définie en 0.
x—

Application

1. Calculer : lim x cos( %)
x—0 x

2. Justifier que (Vx €] — 1;1[) : |2x* — 3x| < 3|x|, puis déterminer Iim0(2x3 —3x)
X—>

4. Soit f(x) = 7”3271 Montrer que |f(x)| < |x| et déduire Iim0 f(x).
xX—
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3/ Limite finie d'une fonction numérique en un point

Définition

Soit f une fonction définie au voisinage d'un réel a et | € R. Dire que f a pour limite / quand x tend vers
a signifie :
(Ve > 0)(3a>0); (Vx € DF)(0 < |[x —a| < a=|f(x)— 1] <€)

On écrit : lim f(x) = [ ou lim, f(x) = I.
X—ra

Remarque

En posant x — a = h, on obtient : lim f(x) =/ & limpof(a+ h) = 1.
X—ra
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Application

1. Montrer en utilisant la définition que :

Iim2 Vidx +1=3
X—>
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Proposition

(W€ DIFC) =A< fubl fx) =1

lim u(x) =0 x—a
X—ra

Soit f et u définies sur | =]a— r; a+ r[—{a}. Alors : {

Remarques

o Pour tout (a;k) € R? et n € N* : lim k(x — a)" =0 et lim ky/|x — a| = 0.
x—a x—a

o Si la limite existe, elle est unique.

Application

Soit f(x) = 15_22. Prouver |f(x) — 1] < (x — 1) et déduire Iim1 f(x)=1.
X—>
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4/ Limite de quelques fonctions usuelles en un point

Soit P et Q deux fonctions polynomiales et a € R.
e lim P(x) = P(a)
X—ra

@ Si Q(a) # 0 alors xlT:; gg; = 28

@ limsinx =sina

X—a
@ lim cosx = cos a
X—a
. _ . x
o limtanx =tana (si a # 5 + km)
X—a

e Sia> 0, alors lim y/x = +/a
X—ra
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Application

Calculer les limites suivantes :

1. lim (x> —=7x—1)
x——2

2. lim (x®18 — X217 4 )
x——1

3. lim (x —5x2 +x+1)
X—>— \[

4. lim 2x>—3x—9
x—3 Ze=tl

X +x
I|m3 o
X—

<

x3—6x2+5x+4

lim x2+4x+3

x——2
lim(x —2)*(1 — x?)
x—3

. (2x=1)(x>—5x+3)
XI'_’;"; (5x2—6)(1—x+x2)
lim sinx et 10. lim tanx

s _m
x—>4 X—> 7y

© ®©® N o
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5/ Limite a droite - Limite a gauche

Limite a droite : On dit que f admet une limite / en a a droite si :

(Ve >0)(Fa>0);(Vx e Dr)(0<x—a<a=|f(x)—1 <e)
Noté : / = lim f(x).
x—rat
Limite a gauche : On dit que f admet une limite / en a a gauche si :

(Ve > 0)(3a > 0); (Vx € Df)(—a<x—a<0=|f(x)—1] <€)

Noté : / = lim f(x).

x—ra~
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Applications

Etudier la limite de f au point a :

1. f(x) = Lf;:;(‘ et a=2.

f(x) = L2 >0

x+2 —

f(x)=E(x);x<0

en a=0.
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ll- Limite infinie d’une fonction numérique en un point




1/ Limite infinie d'une fonction numérique en zéro

Limite +oo : Dire que f a pour limite +00 en 0 signifie que f(x) est supérieur a tout réel A > 0 pour x

proche de 0.
(YA > 0)(3a > 0); (Vx € Df)(0 < |x] < a = f(x) > A)

On écrit @ lim f(x) = +o0.
x—0

Limite —oo :
(VA > 0)(Fa > 0); (Vx € Dr)(0 < |x| < a = f(x) < —A)

On écrit @ lim f(x) = —oo.
x—0
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Remarques

Soit k € R} et n € N*.

o lim £ =+4coet lim £ =+c0.
x—0+ X x—0t VX

o |lim an = 400 si n est pair.
x—0—

o lim an = —00 si n est impair.
x—0—

Soit f et u définies sur | =] — r; r[—{0}.

o SiVx e l:f(x)> u(x)et IimO u(x) = +oo, alors Iim0 f(x) = 0.
xX— xX—

e SiVx e l:f(x)<u(x) et limu(x) = —oo, alors lim f(x) = —oo.
x—0 x—0
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Application

Calculer la limite suivante :

lim (2 — 1+ cos 2)
x—0—
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2/ Limite infinie d'une fonction numérique en un point

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de a sauf peut-étre en a.

- Dire que f a pour limite +00 en a signifie que f(x) est supérieur a tout réel A > 0, quitte 3 attribuer
au réel x des valeurs suffisamment proches de a.
Autrement dit :

(VA>0)(Fa>0); (VxeDf) (0<|x—al<a= f(x)>A)
On écrit : lim f(x) = 400 ou lim f(x) = +o0
X—ra a
- Dire que f a pour limite —co en a signifie que f(x) est inférieur a tout réel —A < 0 quitte 3 attribuer

au réel x des valeurs suffisamment proches de a.
Autrement dit :

(VA>0) (3a>0); (VxeDf) (0<|x—al<a=f(x)<—-A)

On écrit : lim f(x) = —oo ou lim f(x) = —c0
X—a a
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Limites usuelles
1

o lim = +4+o00; lim = -0
X—a X—a
x—at xX—a—
. 1
o lim — = +o0; I|m = 400
x—a (x—a) x—a
o Si n pair : lim W = +o00.
X—a
L =4ooet lim — = -0
(x—a)" ‘

1. lim —
x——1 (+1)?

@ Si nimpair : lim ——
x—at (x=2) x—»a—
Applications
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Il11- Limite finie d’une fonction numérique en +oo et
—00




1/ Limite nulle d’une fonction numérique en 400 et —o0

Soit f une fonction numérique et Dr son ensemble de définition.
- On dit que f est définie au voisinage de +0o (resp. —o0) si son ensemble de définition contient au moins
un intervalle de la forme |A; +oo[ (resp. de la forme | — oo; A[).
- On dit que f définie au voisinage de +oco (resp. —oco) admet en 4oco (resp. en —oo) une limite nulle
si, pour x € Dy, |f(x)| peut étre rendu aussi petit que I'on veut a condition que x (resp. —x) soit
suffisamment grand.
On écrit :  lim f(x) =0 ou I+im f(x) =0 (resp. lim f(x) =0 ou lim f(x) =0)

o0

X—>+00 X——00 —oo

On a donc :

lim f(x) =0< [(Ve > 0)(3B > 0); (Vx € Dr)(x > B = |f(x)| < €)]

X—+00

lim f(x) =0« [(Ve > 0)(3B > 0); (Vx € Dr)(x < —B = |f(x)| < ¢€)]

X—>—00
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Remarques et Limites usuelles

lim f(x)=0<%< IIT f(—x) =0.

X—r—00

PournEN*etkER:

x—4o00 X"

k
li =0 ; li =0
X—I>Too f x—:Too \/TX
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2/ Limite finie d'une fonction numérique en 400 et —o0

Définition

On dit que f a pour limite / en +oco si lim (f(x)—/)=0.

X—>+00

Autrement dit :

lim f(x)=1%<[(Ve>0)(3B > 0);(Vx € Df)(x > B=|f(x) — I| <¢€)]

X—+00

(Définition analogue en —oo avec x < —B).

- Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de +o0o et / un nombre réel.
Si pour tout x € [ : |f(x) — /] < u(x) et lim u(x)=0,alors: lim f(x)=1
X—r+00 X—+00

- Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de —oo et / un nombre réel.
Si pour tout x € [ : |[f(x) — /| < u(x) et lim u(x)=0,alors: lim f(x)=1
X——00 X——00
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Applications

Soit f(x) = Y=L Montrer |f(x)| < 5 et déduire limites.

X2
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IV- Limite infinie d’une fonction en +0co et —co




1/ Introduction

- Soit f une fonction définie au voisinage de +oc.
On a les deux équivalences suivantes :

lim f(x) =400 & (YA > 0)(3B > 0); (Vx € Dr)(x > B = f(x) > A)

X—>+00

lim f(x) =—o0 < (VA > 0)(3B > 0); (Vx € Dr)(x > B= f(x) < —A)

X—>+400

- Soit f une fonction définie au voisinage de —co.
On a les deux équivalences suivantes :

lim f(x) =400 < (VA > 0)(3B > 0); (Vx € Df)(x < —B = f(x) > A)

X——00

lim f(x)=—o00 <« (VA>0)(3B >0);(Vx € Df)(x < —B = f(x) < —A)

X——00
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Remarques

Soit n € N*. lim x" = +oo0.
X—>+00
Si n pair: lim x" =+4o00. Si nimpair: lim x" = —oc.
X—r—00 X—r— 00
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2/ Limites infinies et ordre

Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de +oc.
- Si pour tout x € [ : f(x) > u(x) et lim u(x)= +oo, alors :
X—r+00

lim f(x)=+4o0
X—+00
- Si pour tout x € [ : f(x) < u(x) et lim u(x)= —oo, alors :
X—+00
lim f(x)=—oc0
X——+00

Soit f et u deux fonctions définies au voisinage de —oc.
- Si pour tout x € [ : f(x) > u(x) et lim u(x) = +oo, alors :
X—r—00

lim f(x)=+o0

X—>—00
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Applications

1. Soit f(x) = 5x* + xv/x2 + 1.

o Vérifier ¥x € RT : f(x) > 5x? et déduire lim f(x).

X—+00
2. Soit g(x) = |x| + 1 —sin(2x + 1).
o Vérifier Vx € R : |x| < g(x).

o En déduire lim g(x) et lim g(x).
Xx—+00 X——00
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VI- Opérations sur les limites
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1/ Opérations sur les limites finies

Soit f et g deux fonctions numériques et a € R.
Si lim f(x) =/ et lim g(x) = /', alors :
X—ra

X—ra

o lim(f+g)x)=1+1; lim(f-g)x)=1-1"; |lim|f(x)| =]
x—a x—ra x—a

o Si /' #0 alors : lim (é) (x) = % et lim (é) (x)=+

x—a

@ Pour k € R alors : lim (kf)(x) = kI

X—ra

e Si I>Oa|0rs:xlina\/f(x)=\ﬂ

Remarques

@ Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers a a droite ou a gauche ou +00 ou —oo.

@ On peut démontrer ces propriétés en utilisant la définition de la limite finie en un point.

22 mars 2026
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Applications

On considére la fonction f : x — x> + x% + f—jl —2v/x%2 —1.
1. Calculer lim f(x) et lim f(x).
x—1F x——2

2. Calculer les limites suivantes :

0 lim (2-1) (%—1)

X—>—+00

. 3x+4-cos x )
Q I|m7r (725inx + 2xtan x
x—= 7
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2/ Limites finies et ordre

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un ensemble de la forme | =]la—r;a+r[—{a} ol a € R, r € R}.

@ Si lim f(x) =/ et f est positive sur /, alors : | >0

X—ra

o Silimf(x)=1/letlimg(x)=/etf<gsurl alors:/</
X—a

X—ra

o Si lim g(x)=1/et limh(x)=/et g <f < hsurl, alors: lim f(x) =1/
xX—a

X—ra X—ra

Remarque

Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers a a droite ou a gauche ou +00 ou —oo.
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3/ Opérations sur les limites

Limite d’une somme de deux fonctions

lim f(x) / / / +oo | —oo | o0
X—ra
lim g(x) I +00 | —00 | 400 | —00 | —0c0
X—a

(f+g)x) | I+ | +o0 | =00 | 400 | —0o | F.I

lim
X—ra

Limite d’un produit de deux fonctions

lim f(x) I>0(/<0|/>0]|/<0|+c0|—0c0|+o0|—c0| 0
X—a
lim g(x) +oo | o0 | —oo | —oo | 400 | —o0 | —oo | 400 | £oo
X—a
lim (f X g)(x) | +oo | —oo | —oco | +o00 | +oo | 400 | —oo | —oco | F.I
X—a
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Limite d’un quotient de deux fonctions

lim f(x) / I >00ul <O +00 ou —oo 0 | oo
X—a
lim g(x) |I'#0 0t ou 0~ I 0 | +oo
X—a
lim (é) (x) IL’ +o0 (régle signes) | oo (régle signes) | F.I | F.I
X—a

Limite de l'inverse d’une fonction

lim f(x) I#0 | 0F 07 | +o0 | =0
X—a

i 1 1 _

)I(T;L (f) (x) ; +00 00 0 0

1Bac Sciences Mathér Limite d'une fonction 22 mars
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Application

1. Calculer les limites suivantes :
Q@ lim (Vx+x?)
X—>+00

Q@ lim (xX*—x*+x+1)

X——00

lim —

x—1 (1—x)?

2025

H X

X_")Too 202611
g 1

X—+o00

© ©¢ 606 0 ©
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Application

2. On considére la fonction f définie sur R — {0; 1} par : f(x) = X%f_“ll)
Calculer les limites suivantes :

o Ilim f(x) ; lim f(x)
X—>+00 X——00

o lim f(x); lim f(x)
x—0+t x—0—

o lim f(x); lim f(x)

x—1t x—1—
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VIl- Quelques méthodes pour lever une
indétermination




1/ Limites d'une fonction polynéme ou rationnelle

Soit P et @ deux fonctions polynémes définies par :

1

P(x) = anx" 4+ an—1x"" " + -+ 4+ a1x + ao

Q(x) = bpXP + bp_1xP "1 + -+ bix + by
ol apn,...,ai,ao, bp, ..., b1, by des réels tels que a, # 0 et b, # 0.
o La limite d'une fonction polynéme en +o0o et —oo est la limite du mondme de plus haut degré :

lim P(x)= lim axx" et lim P(x)= lim ayx"
X—+00 X—>+00 X——00 X——00

o La limite d'une fonction rationnelle en +0c0 et —oo est la limite du quotient des monémes de plus

haut degré :

M S0 g 88 gy 28 g
xX—+o00 Q(X) - X—>+00 prp X—r—00 Q(X) - X—r—00 prP
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Applications

Calculer les limites suivantes :
QO lim (-3 +x+1)

X——+00

Q@ lim (—2x*+5x* 4+ x + 1)
X—>—00
Q@ lim (3 —4x)3(5x + 1)?
X—+00
R 3x+5
Jim_

x2—4x
2x2+1

x3+x2+x+1

3
X——00 S

© © ©6 0 ©
=

lim P41
X—+00 x—1
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Proposition & Remarque

Proposition : Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle de la forme [A; +co[ ot A € R. Si

lim f(x) = +oo, alors f(x) = +o0.

lim
x——+00 X—+00

Remarque : Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers —oo ou vers a a droite ou a gauche.
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2/ Limites du type lim_,, £} avec f(a) = g(a) = 0 (1/2)

Applications (1/2)

1. Calculer les limites suivantes :

2
R —x“+x+6
e >I<I_rg X2 —4x+3
e lim x3—6x2+11x—6
x—2 x®—32
: 2—+/1-3x
e XI~I>n;.1 x2—1
g x2—9
Q Iim g
x—3t X7
Q lim 7\/’;2**
x—0—
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Applications (2/2)

2. Calculer les limites suivantes :
Q@ lim L
x——17F [2x+3]—
5 1—/x
@ lim Y=V
x—1—
Q lim x2-2x_
x—2 X—Vx+2
o I|m x+1/x2+x
x—0t 4/ x24x+1-1
e li V x2—=2x+6—1/x24+2x—6
erI]3 x3—27
e lim Vx+2 \/1+2X
x—1- v
o ||m v/ x24x+3x+3
x——1t il
e lim Vx+1— x+x+4
x—3 Vx+1 —v3x+1

i Mohammed (Mathématiques : 1Bac Sciences Mathér Limite d'une fonction 22 mars 2026



3/ Limites du type limy_,1o0(Vax? + bx + ¢ + ax + 3)

Applications

1. Calculer les limites suivantes :

0 lim (V22+1-Vx2—x-2)

X—>+00

Q@ Ilim (\/X3—|—3X2—|—4—X2—|—2)

X—+00

Q@ lim (V3x2—6x—1+2x—5)

X—r— 00

Q@ Ilim (\/X2+X+17X73)

|x|—=>+o0

Q Iim (\/1—X3+X—1)

X——00

2. Calculer suivant les valeurs du parameétre réel m, la limite suivante : lim (\/x2 +x+1+ mx)

X—+00
3. Soit a, b et c trois réels non nuls tels que a > 0. Calculer suivant les valeurs de a :

lim ( ax2+bx+c+x)

X——00
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4/ Limites de fonctions trigonométriques

Soit a un réel non nul. On a:

o lim ¥ =1 ; lim®=0x—=1 ; |imi=px=2
x—0 x—0 x—0
. i . t

o lim ) _ q lim () _ q
x—0 3 x—0 e

Applications

Calculer les limites suivantes :

. sin(5x) . tan(x—1)
o )!II}HO sin(4x) o )l(ll];]l X2 —1
. 1—cos(6x) . tan(wx)
lim < lim ===
o X0 sin(4x) tan(3x) o 1 X1
.3 o inx—
o lim sin3(2x) @ lim sinx—cosx
x3 x—Z  XT7
x—0 4

. sin(2x)
o lim 3

x—0
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